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Розглянуто модель понеречних коливань канатів підйомних установок і

один з чисельних методів розв ’язання задачі,онисаної такою моделлю. Знання

дійсного характеру навантаження механізмів дозволить виготовляти надійні

конструкиіїмашин 3 невеликими затратами, а при експлуатаціїдосягати
найбільшої продуктивностіза рахунок обгрунтованоговикористання резервів
міцності і потужності.

Привод любой машины состоит из элементов, которые могут быть

приведены к сосредоточенным массам (роторэлектродвигателя, маховики,

движущиеся массы рабочихорганов машины и др.)и упругим связям (канаты,
цепи, ленты, валы, муфты, зубчатыепередачи и др.).Под действием внешних

нагрузок (моментов электродвигателя и тормозов, сопротивлений рабочей
машины) упругие элементы деформируются,а сосредоточенные массы машин

совершают, кроме основного движения, малые колебания,то есть перемеща-
ются с различными мгновенными скоростями, причем каждая из масс в

некоторые моменты времени опережает соседнюю или отстает от нее.

Переменная составляющая сил или моментов при упругих колебаниях

может быть настолько большой, что суммарные мгновенные значения их

значительно превышают статические и инерционные нагрузки и могут

привести к перегрузкам и поломкам деталей машин.

Математическая модель. Поперечные колебания канатов подъемных

установок описываются уравнением

2 д2ид и

Рдх—2+/(х‚[):рді—2' (1)

Здесь х —

координата точки каната; [— время; Р —

заданная постоянная; р
—

линейная плотность материала каната; /— функция,описывающая распределен-

ное, изменяющееся во времени силовое воздействие.

Пусть канат закреплен в точках х : О и х : Х. Внешнее воздействие

представляет собой гармоническую функцию

ЛИ) = (№0005031,

а искомой является функция и(х,[),которая определяет вынужденные

колебания той же частоты 0) и имеет вид

и(х,[): у(х)созол ,

где у(х)— неизвестная функция. Подстановка приведенных выражений в

уравнение (1) поперечных колебаний струны приводит к краевойзадаче

РУ” = —роэ2у— (РОС); @)



и(0)=0,и(Х)=О (О$х$Х).

Одним из методов решения краевойзадачи (2) является ее представление в

виде интегрального уравнения, которое решается аналитическим или

численным методом. Известно,что решение задачи о стационарном отклонении

струны при 03 = 0 имеет вид

1
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Б [60%$)Ф($)а'$‚ (3)
0

где фУНКЦИЯ ВЛИЯНИЯ

—(Х—5)і (О$х$$$Х),
6(х,$)= Х]

—$(Х—Х)Ё(О$$$Х$Х).
В решаемой задаче при 03 72 О в правую часть дифференциальногоуравне-

ния (2), кроме (р(х),входит также осад/(х).Подстановка этих параметров в

интегральное представление (3) приводит к соотношению [1, 3]
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Х

1
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и(х): — _ [(Хх,$)У($)а'$— — [(их,$)(р($)а'$, (4)
Р

0
Р
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которое относительно неизвестной функции и(х) является интегральным

уравнением Фредгольма второго рода.

Метод решения интегральных уравнений с разделяющимся ядром.
Среди приближенных методов решения интегральных уравнений достаточно

большой класс составляют методы, основанные на сведении интегрального

уравнения к системе алгебраическихуравнений. К этому классу относится

метод разделяющихся ядер, который состоит в предварительной
аппроксимации ядра

Ща?) %

206106)
' [З,-($),

исходя из выбранного критерия оптимальности подобного приближения, и

последующем решении приближенногоуравнения.
Наиболее наглядно его использование можно видеть на примере решения

линейного интегрального уравнения Фредгольма второго рода с

разделяющимся ядром
Ь

(РОС)= ЛХ) + % ' [К(х‚$)' (№№ ‚ (5)

где

“

К(х‚$)е;0‹і(Х)-Ві(8);(6)

{ос,(х)}, {61.(5)} — системы координатных линейно независимых функций.



Тогда решение уравнения (5), где А не является собственным значением

ядра К(х,$) ‚
может быть представлено в виде

Ф(Х)=/(Х)+Ж-_Ё_:1А,^06,-($)-(7)

Коэффициенты А
]. находятся из решения алгебраическихуравнений,полу-

ченных подстановкой выражения (6) в исходное уравнение (5) с учетом

линейной независимости функции ос
]. (х):

А1.:»]3 +ж2адА].‚і=1‚—п‚
}'=1

где

091;
: ЁВі(5)0‘1(5)а’3;

Ь

13-= []”(@@-(9618-

Если определитель системы

1 — №111 №112 №011,”

Е(А‘):
— №121 1 №122 №012,”

— Аа,… — №№ 1— Жатт

удовлетворяет условию

Е(Ж) ;& О
,

то система имеет единственное решение, которое можно получить

применением различных численных методов.

Решение уравнения (7) можно записать в явном виде:

Ь

(№) = ЛХ) + Ц Гд(% ;, Ж)/(8)618‚

где ГЁ(х‚$‚?ь)—

резольвента интегрального уравнения (7), которая в данном

случае определяется как

И

Ё _

Адамов,-(х)
ГЁ(х‚$‚?ь):

121121 '

ЩЖ)
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где Ад — алгебраическоедополнение і-ой строки и 1-гостолбца.
Все изложенное без изменений относится и к уравнениям Фредгольма

первого рода при сведении их к уравнениям Фредгольма второго рода

посредством различных методов регуляризации.



Аналогичным способом решаются нелинейные интегральные уравнения

типа Гаммерштейна:

УФС)= Ёщ(Х)'ЁВі(8) ' Ё©, у($))а’$. (8)

Если положить

Сі = ЁВі(8) ' Ё($‚У($))а'$‚ (9)

то решение уравнения (8) имеет ;ид

у<х>=Ё1сіе,.(х). (10)

Подстановкой выражения (10) в (9) получаем систему нелинейных

уравнений для определения коэффициентов
Ь т

01- =

[Ві($)-Ё($‚;СіЛС;-(Х))СВ- (…

После решения Данных уравнений определяется решение (одно или

несколько)исходного уравнения (7) простойподстановкой значений вычислен-

ных коэффициентовв выражение (9).
Алгоритм аппроксимации ядра.Метод разделяющихся ядер

—

достаточно

общий метод решения интегральных уравнений,так как в результате к нему

сводятся многие известные методы (напримерметод Галеркина и коллокаций

[2]). Существует несколько методов аппроксимации ядра вырожденным [1],
однако не все они достаточно приспособленыдля численного или машинного

решения уравнений.В настоящей статье подробнорассмотрен один из методов

представления ядра суммой парных произведенийфункций одной переменной,
обладающий определенными достоинствами при реализации метода

разделяющихся ядер.

Большое Ъшсло методов аппроксимации ядер как функций двух переменных

объединяет одна общая предпосылка, которая состоит в том, что предварительно

выбираетсяодна или две системы координатных функций,а затем из условия

выбранногокритерия оптимальности отыскиваются коэффициенты разложения

исходной функции.Далее излагается метод аппроксимации функции двух пере-

менных, отличающийся тем, что сами функции одной переменной,сумма пар-
ных произведенийкоторых аппроксимирует исходную функцию, формируются
оптимальным образом в смысле минимума квадратичной невязки.

Рассматриваемыйметод используется для решения интегральных уравнений.
Пусть задана интегрируемая в прямоугольнике (РЗ$$$Р4,Р19 $132)функшдя

И

КСС,!). Требуетсяаппроксимировать ее суммой 2 а,.(9191.0), исходя из условия
і=1

минимума квадратичного функционала



132134

(р— ГГ[К(51)2а($)Ь(г)}а'за'г (12)
131133

Схема метода состоит в том, что сначала находится первое приближение
функции КСС,!)в виде одного слагаемого а1($)Ь1(1).Формируется это первое

слагаемое следующим образом:задается 1910(1) —

нулевое приближениефункции

1910)и из условия минимума функционала

Ф<оо>_

_;ГГкою— Ёа1<0><$>ь<0><цГ№ (13)
131133

находится 61}0)(3)—нулевое приближение а1($).
Известным вариационным методом находим, что для выполнения условия

минимума функционала,определяемого выражением (13), необходимо,чтобы

РГЦ…ЬГОЮЩ
а1<0><з>=_ (14)

Г[Ь1<0>(г)]2сл

Р1

Затем уточняются функции 619$) и @@@),то есть из условия минимума

функционала

Ф<°1>—_Г[№[) Ёа0>($)д,<1>(г)Та№Р1Р3

ищется [91…(1)—

первое приближениефункции 1910):

Т4

ГК(х,$)а1(0)($)а’3
ТЗ

Ь1(1)([):

Т

Г[а1(0)($)]2а’5

и т.д. Процесс прекращается, как только

,
‚ (15)



где 81 И 82
—

заданная точность вычисления функций 1910)и а1($).
Перейдем К следующему шагу. Аналогичным образом приближаем

функцию К(з,[) — а1($)Ь1(1)произведением 612($)!)2(1) , исходя из того же

критерия оптимальности (12) и т.д.

Таким образом,получаем ряд Ёаі($)Ьі(1), который с заданной точностью

і=1

аппроксимирует исходную функцию К ($,!) .

Для построения аппроксимирующего ряда можно применить другой

способ,отличающийся от первого тем, что задается № функций Ь,.(О)(і)(і: 1,_№),
представляющих собой нулевое приближение функций [91.(1)(числочленов

аппроксимирующего ряда при этом выбираетсязаранее).

Нулевое приближение для функций 01,($)(і: 1,_№)вычисляется из условия

минимума функционала

Ь
_

№
2

153): [[ПМ]-)— 2 а159>1950>(г)}сл, ]. =1‚№‚
і=1

0 0
_

0 0
где 1915.)=Ьі()([].),а15.)=аі()($].).

Далее процесс аппроксимации заключается в составлении и минимизации

функционалов

Ь №
2

15.11)=][К0дд—ёадді1цд}а'і;

Ь №
2

15.3): [[КОід)_;аР(919,11сл,
а

и затем 15-52),15,2),…,1](Ё),1](.Ё+1),что позволяет на каком-либо /‹-омприближении

а,…(3) и [91…(1)достичь возможной при данном № точности аппроксимации.

Пример. Рассмотрим пример решения задачи со следующими условиями:

К(х,$): е_”
,

№) = …от + (1 _ „зі… _

№" + № + № — 4>1+№2 + по
_ Чехи]2()с2+ 7:2)2 2 х2 + 97:2

приа=О,Ь= 1, Ж=1,з=10_3,И=Ах=А$=сопзт=0,05.
Известно точное аналитическое решение уравнения

;(х): соз 2тсх+ (1 — х)зіптсх.



Для решения задачи согласно алгоритму составлена программа в

МАТЬАВ. В результате при описанных выше условиях за три итерации мы

добиваемся заданной точности и получаем

с] : 0,3747, с2 =—3,5302, сЗ : —36,6545.

Из рис. 1 и 2 следует, что решение интегрального уравнения с помощью

разделяющихся ядер хорошо сходится К точному аналитическому решению.

у(х)::::::;:: их)

]
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Рис. 1. Решение интегрального уравнения Рис. 2 Точное аналитическое решение
методом разделяющихся ядер
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